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制約不足の数値制約充足問題のための

区間計算に基づく射影手法

石井 大輔　アレクサンドル ゴールドシュタイン　

クリストフ ジャーマン
数値制約充足問題 (numerical CSP) において制約不足 (under-constrained) の場合，一般に解集合は連続集合と
なる．本研究ではそのような解集合の射影について，区間計算により外部近似と内部近似を求める手法を提案する．
提案手法は branch-and-pruneの枠組みに基づく．等式・不等式制約からなる一般的な問題への適用可能性，内部近
似の効率的な計算，逐次的に精度を改善していく求解プロセス等を特徴としている．提案手法は以下の 3つの拡張か
らなる: (1) 射影空間の内部 box の高精度な同定，(2) 解集合を射影する際に生じる解の重なりを考慮した探索空間
削減，(3) 射影計算を高速化する探索ヒューリスティクス．また実験結果から，応用的な問題を射影問題として定式
化し，提案手法により効率よく扱えることを示す．

1 はじめに

制御工学やロボティクス分野等において，数値制約

充足問題 (2. 2 節，以下「NCSP」) による定式化と

その求解法が有用である．当該分野の問題を記述する

NCSP はしばしば制約不足 (under-constrained) と

なる．すなわち，変数の次元よりも制約の次元が小さ

くなる．制約不足の NCSPでは，解が単一の値では

なく (連続) 集合として与えられるため，解集合の射

影が問題の解析において役立つ．たとえば，問題の次

元が大きい場合に射影を可視化したり，問題が性質の

異なる変数 (例: 入力・出力変数) を持つ場合に各変

数毎の射影を分析したりすることができる．

制約が多項式で記述される場合には記号計算に基

づき解析的に射影計算ができる (例: [2])．しかし記

号計算では扱うべき記号的表現のサイズが変数・制約

の数に応じて増大するため，小規模な系にしか適用で

きないという問題がある．

Interval-Based Projection Method for Under-Constrained

Numerical CSPs.

Daisuke Ishii, 国立情報学研究所, National Institute of

Informatics.

Alexandre Goldsztejn, Christophe Jermann, ナント大
学計算機科学研究所, LINA, University of Nantes.

一方で，より大きな系や非線形制約を含む系を扱

うために，区間計算 (2. 1節) に基づく手法が発展し

てきた (例: [9] [6] [3])．これらの手法では射影を box

(区間ベクトル) の集合により近似する．計算結果の

box集合は射影を数値計算誤差も含めて保守的に近似

するが (外部近似)，一部の boxについて射影内部に

含まれることが保証することにより内部近似も得るこ

とができる．既存の区間計算に基づく手法では，等式

制約のみ [3]・不等式制約のみ [9]を扱っていたり，変

数の出現回数が限られていたり [6]，多くの内部 box

の判定に失敗する [3]といった問題があった．

本論文では，区間計算に基づく NCSP求解のため

の基本アルゴリズムである BranchAndPrune (2. 2節)

を用いて解集合の射影を計算する手法を提案する (第

3節)．提案手法は既存手法よりも広範な等式および

不等式制約からなる系を扱うことができる．また提案

手法では内部 boxの同定に独自の方法を用いており，

境界 box数の大幅な減少を実現している．提案手法

は BranchAndPrune アルゴリズムの各サブルーチン

を射影計算のために拡張するというアプローチを取っ

ているため，BranchAndPruneの利点やチューニング

技法を引き継いでいる．その利点の 1 つとして，逐

次的に近似結果を高精度化していく anytime計算の
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(a) 解集合とその射影 (b) 単純な BranchAndPrune 実装による計算結果

(c) 提案する内部 box 同定手法を用いた計算結果 (d) 提案する box 削減手法を用いた計算結果

図 1 射影問題の BranchAndPrune アルゴリズムによる計算

実現が挙げられる．第 4 節の実験結果では提案手法

の応用的な問題への適用可能性と性能を評価する．

1. 1 簡単な例題

変数 (x, y) ∈ [−2, 3]×[−3, 1] と制約

(x+ cos 3y)2 + (y + 1)2 − 1 = 0

を考える．この制約を満たす解の集合は図 1(a)に示

すような 2 次元の曲線となる．ここではこの解集合

を x軸上に射影した区間 [x]を求めることを考える．

図 1(b)は BranchAndPruneアルゴリズムの標準的

実装により解集合を計算した結果を示している．計算

結果は曲線を包む boxの集合となり，各 boxの x成

分の和集合をとることで解集合の射影 [x]の外部近似

を得る．太線で示した boxはその射影が [x]の内部で

あることを，単純な区間ニュートン法を用いて判定す

ることができた box (内部 box) で，細線の boxは判

定できなかった boxである．内部 boxの x成分の和

集合をとることで [x]の内部近似を得る．図の下部に

示したように，得られた内部近似は所々結合しておら

ず精度がよくない．

図 1(c)は提案する内部 boxの同定手法 (3. 1節) を

組み込んだ BranchAndPrune アルゴリズムによる計

算結果である．提案手法により多くの内部 boxが同

定できている．また同定できなかった内部 boxは，射

影に直交するような特異解の近くに位置している．

図 1(d)は前述の手法に加えて提案する探索空間削

減手法 (3. 2節) を組み込んだ BranchAndPruneアル

ゴリズムによる計算結果である．この問題では射影内

の各点で高々4つの解が重なりうるが，ある解を包む

内部 boxを 1つ計算できれば射影の計算には十分で

ある．そこで先に同定された内部 boxを利用して重

なった解を含む探索空間を削減することにより，計算

する box の数を大幅に減らすことができる．
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2 基本技術

2. 1 区間計算

区間計算 [8] [7]は浮動小数点数の計算を区間の計算

に拡張したものである．区間計算は実数計算の保守

的近似であり，結果として得られる区間は実数計算

がとりうるすべての結果を計算誤差とともに包む．

区間 [x] = [l, u] により集合 {r ∈ R | l ≤ r ≤ u}
を表す．IR ですべての区間の集合を表す．区間 [x]

について，ub([x]) と lb([x]) で上限と下限を表し，

wid([x]) で幅 ub([x]) − lb([x]) を，int([x]) で内部

{x̃ ∈ R | lb([x]) < x̃ < ub([x])}を，mid([x])で中心

値 ub([x])+lb([x])
2

を表す．区間 [x1] と [x2] について，

[x1] \ [x2] で差分 {x̃ ∈ R | x̃ ∈ [x1], x̃ /∈ int([x2])}
(高々2区間で表される) を表す．これらの各定義は区

間ベクトル用に拡張できる．

本稿では x と [x] で実ベクトルと区間ベクトルを

表す．d 次元 box (区間ベクトル) [x] は d 区間の組

([x1], . . . , [xd])である．IRdですべての d次元 boxの

集合を表す．実ベクトル x ∈ Rdと box [x] ∈ IRdにつ

いて，x ∈ [x]という表記を ∀i∈{1, . . . , d} (xi ∈ [xi])

と解釈する．

関数 f : Rd → Rについて，関数 [f ] : IRd → IRが

∀[x]∈IRd ∀x∈ [x] (f(x) ∈ [f ]([x]))

を満たすときかつそのときに限り，f の区間拡張とい

う．この定義は関数ベクトル f : Rd → Re 用に拡張

できる．

2. 2 数値制約プログラミング

数値制約充足問題 (numerical constraint satisfac-

tion problem, NCSP) を下記の要素からなる 3つ組

(v, [v0], c)で表す:

• d変数の組 v = (v1, . . . , vd)．

• d次元 boxとして与えられる初期ドメイン [v0]．

• 制約 c ≡ f(v) = 0 ∧ g(v) ≥ 0 (ただし

f : Rd → Rp，g : Rd → Rq)．

本稿では d，p，qで問題中の変数，等式，不等式の数

を表す．制約を満たす変数 vへの値 ṽ ∈ [v0]の付値を

NCSPの解という．また集合 Σ := {ṽ ∈ [v0] | c(ṽ)}
を解集合という．NCSP は，d < p がなりたつとき

Input: NCSP (v, [v0], c)

Output: box 集合の組 (L,S)

L← {[v0]}
S ← ∅
while ¬Stop() do

[v]← Extract(L)

[v]← Prune([v])

if [v] ̸= ∅ then
if Prove([v]) then

S ← S ∪ {[v]}
else

L← L ∪ Branch([v])

end if

end if

end while

return (L,S)

図 2 BranchAndPrune アルゴリズム

制約過多 (over-constrained)，d = pがなりたつとき

制約の過不足がない (well-constrained)，d > pがな

りたつとき制約不足 (under-constrained)であるとい

う．一般に制約不足の NCSPは連続な解集合を持つ．

図 2の BranchAndPruneアルゴリズムは NCSPの

標準的な求解手法である．アルゴリズムは NCSPを

入力として受け取り，解集合を包む boxの集合を出力

する．出力される box集合は，アルゴリズムが解の存

在保証に成功した boxの集合 S と，保証することがで

きなかった boxの集合 Lからなる．BranchAndPrune

は 5 つのサブルーチンを持ち，問題や求解アプロー

チに応じて実装を用意する．

• Stopは繰り返しを終了するために，L中の box

の精度チェックやタイマーとして実装する．

• Extractは各繰り返しにおいて，解の探索空間で

ある Lから box [v]を選択する．この Extractと

後述する Branchの実装によって，深さ優先探索，

幅優先探索，box幅優先探索等の探索法を設定す

ることができる．

• Prune は探索空間から制約と矛盾する付値を除

去する処理である．NCSP の求解では無矛盾性

(consistency) に基づき，ある区間の端部分を取

り除く．本研究では数値制約のための局所的な無

矛盾性である Hull無矛盾性に基づく実装 [1]を用

いる．Pruneの計算は提案手法の計算とは独立し

ているため任意の実装を利用できるが，次節で
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提案する Proveと Extractの実装でも探索の打ち

切りや探索空間の削減を行うことから (3. 2節参

照)，高速な Hull無矛盾性を用いることとした．

• Proveは区間ニュートン法等を用い，box [v]内

の解の存在保証を行う．保証に成功した場合は S

に追加し，探索を打ち切る．本研究における解の

存在保証とは，boxが解集合を射影した領域の内

部に含まれるかどうかの判定である．

• Branch は box [v] を 2 分割する．分割された

boxは Lに戻され，以降各 boxについて探索を

行う．分割の際，boxのどの辺を選ぶか (変数選

択) が探索の効率化のために重要となる．

3 射影問題のための BranchAndPrune実装

射影問題 (projection problem) とは制約不足の

NCSP の解集合の射影を計算する問題である．

ある NCSP(v, [v0], c) について，変数 v を x =

(x1, . . . , xn) と y = (y1, . . . , ym) のように 2 分し

て与え，解集合の x上の射影

Σx := {x ∈ [x0] | ∃y∈ [y0] (c(x,y))}
を求めることを考える．ただし [x0]は初期ドメイン

[v0]の x成分，[y0]は y成分を表す．本稿では制約 c

が p = mであるような p個の等式制約と任意個の不

等式制約からなる射影問題を扱う．†1 等式制約の個
数を制限することにより射影 Σx の次元が常に n と

なり，射影が非 0の容積を持つことが保証される．

提案する射影問題のための BranchAndPrune 実装

は，射影 Σx の内部近似と外部近似を計算する．すな

わち計算結果の Lと S について

∪Sx ⊆ Σx ⊆ ∪(Lx ∪ Sx)

がなりたつ．ここで Sx := {[x] | ([x], [y]) ∈ S} は
S 中の boxの x射影，Lx は同様に L中の boxの x

射影である．以下，BranchAndPruneアルゴリズムの

サブルーチン群 Prove (3. 1節, 3. 2節)，Extract (3. 2

節)，Branch (3. 3節) の実装について説明する．

3. 1 内部 boxの同定

Proveは与えられた box ([x], [y])が射影の内部box

†1 提案手法の簡単な拡張により p < m の場合も扱える
ことを確認している．

であるかどうか，すなわち

∀x∈ [x] ∃y∈ [y] (f(x,y) = 0) (1)

を証明できるかどうかを判定する． 証明にはパラメ

トリック区間ニュートン法を用いる．ここでは区間

ニュートン法の一種であるHansen-Sengupta法 [5]の

パラメトリック版を用い，以下のような漸化式を計算

する:

[yk] := [H ][x]([y
k−1]) ∩ [yk−1]. (2)

ただし，初期値は [y0] := [y] とし，[H ][x] は系

[f ]([x], ·) = 0 に対して適用した Hansen-Sengupta

作用素とする．∅ ̸= [yk] ⊆ int([yk−1]) がなりたつ

とき，box ([x], [yk]) は条件 (1) をみたすことが保

証される．図 3 の左図はこのときの box の計算例

を示している (実線の boxが [yk−1]，破線の boxが

[H ][x]([y
k−1]))．Hansen-Sengupta 作用素が box の

y 成分の両端を削減していることが確認できる．ま

た漸化式 (2) は y 成分を削減しているだけなので元

の box ([x], [y])も条件をみたす．boxが複数個の解

を含む場合にこの判定はうまくいかないが，そのとき

は解を 1 つだけ含むように BranchAndPruneアルゴ

リズムの区分け処理を適用する必要がある．

しかし，1. 1節の図 1(b)に示したように，上記計

算は多くの内部 boxの同定に失敗する．図 3の右図

は同定が失敗する例を示しており，Hansen-Sengupta

作用素が boxの y 成分をずらすため，片端の削減し

か観察できない．そこで提案する実装では， [4]で提

案された方法を応用し，漸化式 (2)を以下のように変

更する:

[yk] :=[H ][x]([ỹ
k−1]),ただし (3)

[ỹk−1] :=mid([yk−1])+τ([yk−1]−mid([yk−1])). (4)

∅ ̸= [yk] ⊆ int([ỹk−1]) がなりたつとき，box

([x], [yk]) は条件 (1)をみたす．式 (3)では，Hansen-

Sengupta作用素の結果と前項との積集合をとらない

ことにより，y 成分の両端から解を包むように box

[ỹk−1]を移動あるいは拡大することを許している．

さらに，条件 (1)の証明のために box [yk]の強い

削減を観察する必要があるため，式 (4)において box

を微小に拡大している．本研究では τ = 1.01とした．

漸化式 (3) による box の削減は，box の両端が解集

合を包んだ後は 2 次収束することが期待される．そ
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図 3 パラメトリック Hansen-Sengupta 法による内部 box の同定 (左: 成功例，右: 失敗例)

こで提案する Prune実装では最近 2回の計算による

boxの削減幅を記録し，それらの比が定数 0.9以下で

ある限り計算を続けるようにしている．

Pruneでは制約 g(x,y) ≥ 0の評価も行う．入力さ

れた box ([x], [y])について [g]([x], [y])を計算し，強

く 0より大きいかどうかを評価する．

3. 2 探索空間 (box) の削減

BranchAndPrune アルゴリズムでは Prune 手続き

が無矛盾性に基づき探索空間 (box) の削減を行うが，

提案する実装ではさらに，Proveと Extractの各手続

きにおいても探索空間を削減することができる．

前節で述べたように Proveは box ([x], [y])の y成

分に Hansen-Sengupta作用素を適用する．この計算

結果 ([x], [H ][x]([ỹ
k]))は証明の成否にかかわらず元

の box ([x], [y]) 内の解集合を包んでいる．そこで，

Prove の計算の最後に計算結果と元の box との積集

合を求め，元の boxをこれで置き換えることにより

boxの y成分を削減することができる．

Extractは前述のように Lから boxを取り出す．射

影において複数解が重なっている場合，すなわち射影

内の 1点が複数解に対応している場合，1つ内部 box

が求まれば重なっている他 boxに対する処理を省略

することができる．この考察に基づき実装では，L

から box ([x], [y])を取り出した際，S 中の内部 box

([x′], [y′]) との差分 ([x] \ [x′], [y]) を計算し，元の

boxをこれで置き換える．ただし一般に box同士の

差分結果は複数 boxになるが，効率のために 2個以

上の box になる場合は本処理を適用しないことにす

る．また提案する BranchAndPrune 実装では，ある

boxについて S 中の x成分が重なった boxを効率よ

く見つけるため，各 boxが射影上で重なっている他

boxへのリンクのリストを持つようにしている．

3. 3 探索手法

Branchは L中の各 boxについて変数リストを管理

し，ラウンドロビン方式で変数を 1つ選択し，選択し

た変数に対応する辺で box の分割を行う．射影の計

算においては，boxの x成分が最終的に出力され，y

成分は Proveの処理でのみ用いられるため，y成分は

3. 1節で述べた複数解を含む場合にのみ分割を行い，

その他の場合には x成分を分割して精度を改善する

のが望ましい．しかし，y成分を分割すべきかどうか

の判定は困難なため，提案する Branch実装では，変

数リストを xと yとで別々に管理し，x成分を y成

分よりも頻繁に選択するというヒューリスティックを

用いた．さらに，解集合の射影の端や特異解の近傍で

は Prove処理が成功しなくなり，x成分の精度を相対

的に改善する必要があることから，x と y 成分の選

択頻度を 3. 3節で述べた重なった box間のリンク数

に応じて決めるようにした．つまり射影の端において

y成分の分割が進むに従い y成分の選択頻度が落ち，

その分 x成分の分割が進む．

4 実験結果

提案手法を区間演算ライブラリ Gaol†2と
BranchAndPruneを実装したライブラリ RealPaver†3

†2 http://sourceforge.net/projects/gaol/.

†3 http://pagesperso.lina.univ-nantes.fr/

~granvilliers-l/realpaver/.
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を利用して C++で実装した．

以下，応用的な問題を NCSPとして記述し上記実

装で求解した例を紹介し (4. 1節)，計算結果から提案

手法の性能評価を行う (4. 2 節)．実験は Intel Xeon

3.4GHzと RAM 16GBを備えたマシンで行った．

4. 1 例題

制約不足の NCSPの例を 2つ紹介し，その求解結

果を示す．求解では Stopの実装として，L中の最大

box幅が 0.01以下かどうかを判定している．図 4, 5

では，内部 box と判定されたものは内側を白く，そ

うでないものは黒く塗りつぶしている．

4. 1. 1 マニピュレータの可動範囲

最初の問題は図 4に示すような簡単なマニピュレー

タの可動範囲を計算する問題である [4]．マニピュレー

タは点 Aを中心に回転可能な長さ 2のバー AB から

なり，点 Aは線分 DE 上を移動できる．また不等式

制約によりマニピュレータのバーと，点 C を中心と

し半径 1の円との衝突回避を表現する．マニピュレー

タのモデル化にあたり，可動範囲計算の対象となる点

Bの位置を変数 x ∈ [−10, 10]2で表し，マニピュレー

タの制御パラメタである点 Aの位置とバーの水平に

対する角度をそれぞれ変数 y1 ∈ [0, 4]と y2 ∈ [−2, 2]

で表す (A の位置は (y1, y1) となる)．モデルを以下

の制約で記述する:

f(x,y) = x−

y1 + 2 cos y2

y1 + 2 sin y2

 = 0

∧ g(x,y) = d2(C,A,x)− 1 ≥ 0.

関数 d(p,a,b)は点 pと線分 ab間の距離を内積を用

いて計算する関数である．提案手法により計算した解

集合の x射影を図 4に示す．計算には 13秒を要した．

4. 1. 2 帆船の速度ダイアグラム

2番目の問題は，制御パラメタのドメイン内での帆

船の振る舞いをモデル化した問題である [6]．モデル

は以下のような制約で記述される:

f(x,y) =

fs sin y1 − fr sin y2 − 60x1

fs(1− cos y1)− fr2 cos y2

 = 0.

ただし，fs := 100(10 cos(x1 + y1) − x2 sin y1)，

fr := 300x2 sin y2 とする．変数 x1 ∈ [0, 2π] と

x2 ∈ [0, 20] は帆船の進行方向と速度を表し，変数

A

B

D

E

C

0                          2                           4                           6

6

4

2

0

図 4 マニピュレータの計算結果

図 5 帆船の計算結果

y1 ∈ [−π/2, π/2] と y2 ∈ [−π/2, π/2] は制御パラメ

タである．提案手法により計算した解集合の x射影

を図 5 に示す．図では x1 の値を角度で示している．

計算には 1.1分を要した．

4. 2 性能評価

3章で述べた BranchAndPrune実装の性能を評価す

るために，提案した実装方法を下記の 3要素に分け，

すべて適用した場合と各提案方法を適用しなかった場

合との比較を行った:

提案 1 3. 1節で述べた内部 box同定処理の改良．

提案 2 3. 2節で述べた box間の差分計算による探

索空間の削減．

提案 3 3. 3節で述べた x変数と y変数の表を別に

管理した 2重ラウンドロビン変数選択．
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(a) マニピュレータ (ṽ ≈ 22.57)
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(b) 帆船 (ṽ ≈ 25.98)

図 6 各計算の収束度 (両対数グラフ，

横軸は時間，縦軸は実際の容積 ṽ に対する内部近似の割合)

実験では，Stopを 1000秒までの実行時間タイマー

として実装し (anytime計算)，計算の収束度を計測，

比較した．ここで収束度とは，各時刻 tまでに計算し

た内部 boxの全容積 v(t)が，解集合の射影の実際の

容積 ṽ に対して占めている割合

1− v(t)

ṽ
をいう．計算結果を下記の要領で図 6に示した:

• 太い実線: 全提案方法を用いた計算．

• 太い破線: 提案 1を適用しなかった計算．

• 細い実線: 提案 2を適用しなかった計算．

• 細い破線: 提案 3を適用しなかった計算．

• ドット線: 未改良のBranchAndPruneによる計算．

計算結果から，各提案方法が性能向上に寄与してお

り，全提案方法を用いた計算が最も高効率になってい

ることが確認できる．また全提案方法を用いて計算

される内部近似の割合がほぼ一様に収束しているこ

とが確認できる．提案 2 による性能向上が他の提案

方法に較べて少ないのは，重なった box間のリンク

管理に計算コストを要しているためだと考えられる．

また 1000秒に達していない計算はメモリ不足により

途中終了している．

5 まとめ

制約不足の NCSPのための数値求解手法を提案し

た．提案手法は BranchAndPrune アルゴリズムを拡

張したものであり，既存手法よりも広範な問題を扱う

ことができる．制御やロボティクス等の多くの問題を

制約不足の NCSPとして定式化し，提案する射影手

法がそれらの問題の解析に役立つことが期待される．

謝辞 本研究の一部は科研費 23-3810と ANR grant
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